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率を定義する。図 1.2(a)のように、一次元状に N 個の粒子が並んだ系を考え、その両端を
温度の異なる熱浴につなぐ。左右の熱浴の温度をそれぞれ TL, TR （TL > TR）としたとき、






フーリエの法則は、（十分大きい N に対して） κ が N に依存しないことを意味する。しか
しながら、低次元系では N →∞ としたとき、熱伝導率が、
κ ∝ Nα , (0 < α < 1) (1.2)
のように発散してしまう。*3これを異常熱輸送という。また、(1.2)において α = 0 は、フー
リエの法則が成り立つことを意味する。この場合は、エネルギーのゆらぎが拡散方程式に





0 < α < 1 の異常熱輸送が生じる。このことは、多くの数値シミュレーションで実証されて
(a) 開放系
TL TR· · ·
1 2 N
(b) 孤立系
· · · · · ·· · ·
1 2 N N+1
N
図 1.2 一次元固体における熱輸送現象のモデルの模式図。(a): 両端が熱浴につながれた
開放系。熱浴の温度差によって駆動される非平衡定常状態を研究する。(b): 周期境界条
件が課された孤立系。平衡状態におけるダイナミクスを研究する。
*2 粒子が安定位置にあるときの粒子間距離を 1 にとり、全粒子数 N が系の大きさを表すようにしている。
















で表される量を熱流の自己相関関数という。ここで 〈 〉eq は平衡分布による平均を表す。ま
た、 J は系全体にわたる全熱流である。つまり i と i + 1 番目の粒子の間を流れる熱流を











と表される。ここで、非平衡定常状態で測る熱伝導率 (1.2)と区別するためにチルダ ˜ を
つけた。もし C(t) ∝ e−t, または ∝ t−β (β > 1) であれば、極限 τ → ∞ でこの積分は収
束し、実際に κ˜ = κ となる（付録 A参照）。しかしながら、低次元系は、典型的に、
C(t) ∝ t−β , (0 < β < 1) (1.5)
のような遅いべき減衰を示し [1–5, 11, 13, 15, 20–23]、積分は収束しない。なお、 β = 0 は
弾道的輸送を示唆する。例えば、調和バネの場合には、適切な熱流の定義のもとで J が保存







S(i, t) := 〈δϵi(t)δϵ0〉eq , ( δϵi := ϵi − 〈ϵ〉eq ) (1.6)
は、典型的に、



















, (1/2 < γh, γs < 1) (1.7)
のような振る舞いを見せる [5, 24–27]。ここで第一項は、その場で拡散する熱モードを表し、
スケール指数 γh とスケーリング関数 fh で特徴付けられるスケール則を示す。また、第二
項と第三項は、音速 c で左右に伝播する音波モードを表し、それぞれ i = ∓ct を中心にス
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ケール指数 γs とスケーリング関数 fs で特徴付けられるスケール則を示す。また、 ah, as
は熱モードと音波モードの重みを表す定数である。拡散的な場合では、熱モードしかなく、
またそれは、スケール指数 γh = 1/2 でスケーリング関数 fh は、ガウス分布関数になる（付





指数 α と自己相関関数の緩和の指数 β との間の関係について述べておく。熱伝導率と自己
相関関数の関係は、グリーン・久保公式 (1.4)で表されるが、経験的には (1.4)の積分の上
限を τ = N/c にとることで、(1.2)と一貫した漸近的振る舞いが得られることが知られてい
る [11,13,15]。ここで c は音速である。この事実は、エネルギーの拡散についての説明で述
べたように、熱が音速 c で伝播する音波モードによって運ばれるという観測に基づいてい
る。つまり、系の一端で生じたエネルギーのゆらぎは、時間 τ = N/c でもう一方の端まで
到達するので、それ以上の時間は、グリーン・久保公式の積分に寄与しないと考えるのであ
る。このように、 τ = N/c とすることで得られる漸近挙動 κ˜ ∝ N1−β が、κ の漸近挙動
(1.2)と一致するとすれば、
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that used for the fabrication of nanotube scanning probe
microscopy tips [16] was used to place MWNTs on the
desired part of the device. This approach routinely pro-
duces a nanotube device that can be used to measure the
thermal conductivity and TEP of the bridging nanotube
segment. Shown in Fig. 2 (upper inset) is an example
of such a device. A small MWNT bundle forms a ther-
mal path between two suspended islands that are otherwise
thermally isolated to each other. A bias voltage applied to
one of the resistors, Rh, creates joule heat and increases
the temperature, Th, of the heater island from the thermal
bath temperature T0. Under steady state, there is a heat
transfer to the other island through the nanotubes, and thus
the temperature, Ts, of the resistor Rs also rises. Using a
simple heat transfer model (lower inset of Fig. 2), the ther-
mal conductance of the connecting nanotubes, Kt, and the
suspending legs, Kd , can readily be estimated from Th !
T0 1
Kd1Kt
Kd !Kd12Kt"P and Ts ! T0 1
Kt
Kd!Kd12Kt"P, where P
is the joule power applied to the resistor Rh. Figure 2
shows the temperature changes of each of the suspended
islands connected by the nanotubes as a function P. From
the slopes of Rs and Rh versus P, the thermal conduc-
tance of the bridging nanotubes at the temperature T0 can
be computed using the above equations.
We now turn to the experimental results of thermal con-
ductance measurement of a single MWNT. Figure 3 dis-
plays measured thermal conductance of a single MWNT
with a diameter d ! 14 nm and the length of the bridg-
ing segment 2.5 mm. The thermal conductance was mea-
sured in a temperature range 8–370 K [17]. It increases
by several orders of magnitude as the temperature is raised,
reaching a maximum of approximately 1.6 3 1027 W#K
near room temperature before decreasing again at higher
temperatures.
FIG. 2. The change of resistance of the heater resistor (Rh)
and sensor resistor (Rs) as a function of the applied power to
the heater resistor. Upper inset: SEM image of the suspended
islands with a MWNT bundle across the device. The scale bar
represents 1 mm. Lower inset: A schematic heat flow model
of the device.
The measured thermal conductance includes the ther-
mal conductance of the junction between the MWNT and
the suspended islands in addition to the intrinsic ther-
mal conductance of the MWNT itself. From our sepa-
rate study of scanning thermal microscopy on a self-heated
MWNT [18], we have estimated the thermal conductance
of the junction at room temperature; the heat flow rate
from a unit length of the tube to a metal electrode at a
given unit junction temperature difference was found to
be $0.5 W#m K. Considering the contact length of the
MWNT to the electrodes on the islands is $1 mm; the
junction thermal conductance is $5 3 1027 W#K at room
temperature. Since the total measured thermal conduc-
tance is 1.6 3 1027 W#K, this suggests that the intrinsic
thermal conductance of the tube is the major part of mea-
sured thermal conductance.
To estimate thermal conductivity from this measured
thermal conductance, we have to consider the geometric
factors of the MWNT and the anisotropic nature of ther-
mal conductivity. The outer walls of the MWNT that make
good thermal contacts to a thermal bath give more contri-
bution in thermal transport than the inner walls, and the
ratio of axial to radial thermal conductivity may influence
the conversion of thermal conductance to thermal conduc-
tivity. In the following, however, we simply estimate the
thermal conductivity neglecting the junction thermal con-
ductance and assuming a solid isotropic material to correct
geometric factors. This simplification implies that the ther-
mal conductivity reported in this Letter is a lower bound of
FIG. 3. The thermal conductance of an individual MWNT of a
diameter 14 nm. The solid lines represent linear fits of the data in
a logarithmic scale at different temperature ranges. The slopes of
the line fits are 2.50 and 2.01, respectively. Lower inset: Solid
line represents k!T " of an individual MWNT (d ! 14 nm). Bro-
ken and dotted lines represent small (d ! 80 nm) and large
bundles (d ! 200 nm) of MWNTs, respectively. Upper in-
set: SEM image of the suspended islands with the individ-
ual MWNT. The scale bar represents 10 mm.
215502-2 215502-2
図 1.3 文献 [29] で提案された一本の多層カーボンナノチューブの熱伝導率測定の
実験装置。カーボンナノチューブに限らず、ナノワイヤ [39, 40] や高分子ナノファイ







ルバーは 10 µm を表す。Reprinted figure with permission from [P. Kim, L. Shi, A.
Majumdar, and P. L. McEuen, Phys. Rev. Lett. 87, 215502 (2001).] Copyright
(2001) by the American Physical Society.
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てられる。また、右側の熱浴に輸送された熱も、最終的に梁を伝って土台に捨てられる。以
上の一連の熱の流れは、図 1.3(a)中に、赤矢印で示されている。このとき、左側の熱浴で単
位時間に発生するジュール熱を P とし、そのうち Q がサンプルを伝って右側の熱浴に輸送
されるとする。また、左右の熱浴の温度を TL, TR とし、土台の温度を T0 とする。サンプ
ルおよび梁の熱伝導度をそれぞれ G, Gb とすると、定常状態では、
Q = G(TL − TR), P −Q = 2Gb(TL − T0), Q = 2Gb(TR − T0), (1.9)




TL − TR −
1







節での熱伝導率の定義 (1.1)との関係を確認しておく。サンプルの断面積を A として、サン
プルを伝わる単位時間あたりの熱輸送量 Q は、熱流 j を用いて Q = jA と表される。さら
に、（1.9）の第一式が、熱伝導率の定義式 (1.1)に相当する。これらより、熱伝導率 κ は、





















have L1−α ≫ Ks=Kc in Eq. (4) and the effect of contact
thermal resistance vanishes when L ≫ 1 μm. Additionally,
the effect of contact thermal resistance should be limited;
for example, Ks=Kc > 5 would indicate that the intrinsic κ
of a 1 μm-long CNT is larger than 18 000 W=mK, violat-
ing quantum mechanical constraints for a CNT [28,29].
Further analyses using Eq. (4) suggest that 0.17<α<0.43
and Ks=Kc < 0.3 yield good fits to the experimental data
[26]. Figure 4 also shows a controlled experiment on a SiNx
beam displaying the expected diffusive thermal conduction,
demonstrating the validities of our measurements and
analyses. Therefore, we conclude that the experimentally
observed divergent behavior of κ originates from the
intrinsic properties of the ultralong CNTs, but not from
artifacts of contact thermal resistance.
Because naturally abundant ethanol vapor was used as
the synthetic source, isotopic impurities (98.9% 12C and
1.1% 13C) are expected in the investigated CNTs. In
addition, impurities and defects are unavoidable for the
ultralong CNTs. Furthermore, TEM images reveal a thin
layer (∼2 nm) of amorphous carbon covering some parts of
the CNTs [26]. Surprisingly, the pronounced power-law
divergence of κ emerges regardless of these structural
imperfections and external perturbations. The result is
consistent with 1D disordered models that show robust
anomalous thermal conduction phenomena against defects
or disorders [5]. But it disagrees with the prediction that the
divergent behavior of κ would disappear when defects are
introduced in CNTs [9,16]. We thus demonstrate that the
divergence of κ persists for much longer distances than
theoretically anticipated [9,10,16]. Our results also resolve
the decade-long debate of whether the κ of a CNT would
continue to diverge or saturate for L > 1 μm [11–17]. The
finding indicates that the wave properties of heat can be
transmitted for much longer distances than previously
thought, and it highlights the important contributions of
long-wavelength phonons in low-dimensional systems.
Unlike electrical conductivity of materials that can vary by
more than 27 orders of magnitude from insulators to metals,
FIG. 3. κ vs L relations
for nine different CNTs.
Both measured κm’s (open
symbols) and corrected κ’s
(solid symbols, after incor-
porating radiation heat loss
from the surface of CNTs)
are shown for each sample.
The measured κm’s and
corrected κ’s are almost
identical for L < 100 μm.
For the longest CNT inves-
tigated (L ¼ 1.039 mm),
the measured κm and the
corrected κ reach 8640 and
13300W=mK, respectively.
The fits (by parametrizing
κ ∼ Lα) to the corrected
κ’s and measured κm’s are
shown by solid curves and
dashed curves, respectively.
FIG. 4. Normalized κ vs L for the investigated samples. Here
the corrected κ’s (solid symbols) and measured κm’s (open
symbols) are normalized, respectively, by those of each sample’s
shortest L. The effects of contact thermal resistance from small
(Ks=Kc ¼ 0.2) to large (Ks=Kc ¼ 5) are calculated using Eq. (4)
(with α ¼ 0), demonstrating that the observed divergent of κ or
κm cannot be attributed to contact thermal resistances adding to a
diffusive thermal conductor. A controlled experiment on a SiNx
beam shows the expected normal thermal conduction.






ぞれ輻射による補正前の結果と補正後の結果を表す。それぞれをべき乗則 κ ∝ Lα で
フィットした曲線が、破線と実線に対応する。Reprinted figure with permission from
[V. Lee, C. H. Wu, Z. X. Lou, W. L. Lee, and C. W. Chang, Phys. R v. Lett. 118,
135901 (2017).] Copyright (2017) by the American Physical Society.







ることができ [60,61]、それぞれ文献 [38]および [58]において、異常熱輸送を実証する実験
が行われた。
一本の単層カーボンナノチューブの実験 [38]では、系のサイズを 2 µm–1.039 mm の範
*6 例えば、高分子鎖の実験 [53,56]で、熱伝導率の長さ依存性が測定され、(1.2)のようなべき発散の振る舞い
が議論されているが、これらは最大で炭素原子 24 個分（≈ 3.3 nm）という非常に小さな系であり、また平
均自由行程に関する議論もなされていないため、異常熱輸送の実証実験とは言い難い。
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(a)
In bulk materials, heat conduction is governed by Fourier’s law:J¼ " krT, where J is the local heat flux, rT is thetemperature gradient and k is thermal conductivity, which is
an intrinsic parameter of the materials and is usually size and
geometry independent. Over the past 200 years, Fourier’s law has
been successfully employed to describe thermal conduction in
three-dimensional systems. However, with the recent availability
of low-dimensional materials, it remains to verify whether
thermal conductivity is still size/geometry independent.
For one-dimensional (1D) lattice models1–5 and quasi-1D
nanostructures and polymers6–8, a length dependence of k
asBLb (L is sample length) has been predicted theoretically
and then experimentally verified for nanotubes9. The same
question remains open for two-dimensional (2D) systems. While
logarithmic divergence of the thermal conductivity has been
demonstrated numerically for 2D lattice models2,3,10–13,
simulations of bi-dimensional materials such as graphene, give
contradictory results, which depend on the employed simulation
techniques and approximations14–17. Graphene is believed to be a
perfect test bed to investigate this size effect of 2D systems owing
to its novel thermal properties18–33. However, besides a recent
experiment carried out on supported graphene nanoribbons34, in
which size effect, especially the length effect, is affected by
graphene–substrate interaction35, a compelling experimental
investigation of length-dependent thermal conductivity in
suspended single-layer graphene (SLG) is still missing, probably
owing to the challenges in suspending this atomically thick
membrane suitable for size-dependent thermal measurements.
Here we report measurements of thermal conduction in
suspended SLG grown by chemical vapour deposition on copper
(Cu-CVD)36–38. Both the experimental and simulation results
show that thermal conductivity scale with length as kBlogL at
room temperature even when L is one order of magnitude larger
than the average phonon mean free path (MFP), which we think
is related to the 2D nature of phonons in graphene. Possible
mechanisms of this divergent behaviour are discussed.
Results
Temperature-dependent thermal conduction. The experimen-
tally measured thermal conductance s¼ 1/Rtotal and k for all
junctions are shown in Fig. 1c,d. Here k is obtained from
k ¼ LA Rtotal "Rcð Þ, in which Rtotal is the total measured thermal
resistance, Rc is the thermal contact resistance and A is the unit
cross-section area (we define A¼w% h, where w is the width of
the samples and hE0.34 nm is the nominal thickness of SLG).
Independently on the sample length, all samples exhibit qualita-
tively the same behaviour as a function of the temperature: s(T)
increases with temperature and reaches a broad plateau. The
thermal conductivity at T¼ 300K in our longest sample
(L¼ 9 mm) shows a value of (1,689±100) Wm" 1 K" 1
B(1,813±111)Wm" 1 K" 1 (see Supplementary Note 1;
Supplementary Tables 1 and 2 for the error bars), which is
comparable to the values obtained from Raman-based
measurement techniques (from B1,800Wm" 1 K" 1 to
B5,300Wm" 1 K" 1, see Supplementary Note 2; Supplementary
Table 3). Remarkably, our measurements show that k increases
with sample length over the entire measured temperature range.
Quasi-ballistic phonon transport in submicron samples. Here
plotting s/A is more instructive than k. In all submicron samples,
the thermal conductance exhibits the same temperature depen-
dence (Fig. 2a). This has important implications for the nature of
2D phonon transport. It has been reported that phonons in
graphene can travel without scattering, that is, ballistic trans-
port34,39. In clean devices, s/A has been expected to follow
ðsballistic AÞ & 1=ð4:4%105T1:68Þð= þ 1=ð1:2%1010ÞÞ" 1 Wm" 2
K" 1, as shown by the black dashed curve in the same figure34.
Indeed, the experimentally measured values are not only length
independent, but also within 39.8% of the predicted ballistic
thermal conductance at T¼ 30K (phonons in quasi-ballistic
regime at low temperature), indicating high sample quality and
clean surface in the measured graphene.
Atomistic simulations provide a powerful tool for validation
and interpretation of experimental measurements, with the
advantage that the limit of perfectly crystalline samples can be
probed. We have performed non-equilibrium molecular
dynamics (NEMD)40 simulations of heat transport in graphene
at similar conditions as the experiments. We considered periodic
models of defect-free, isotopically pure and suspended graphene
patches with sizes between 5.5 nm and 1.4 mm, at 300K and at
1,000K. Our simulations show that at 300K, the thermal
conductance remains constant for a length (between the hot






























Figure 1 | Thermal conduction versus temperature. (a) False-colour
scanning electron microscopy image of the suspended device, which
consists of two 25% 20mm2 Pt/SiNx membranes. The red and blue Pt coils
are the heater (Rh) and sensor (Rs), which are thermally connected by
suspended graphene (grey sheet in the middle). Scale bar, 5 mm. (b) SiNx
membrane-based heater structures optimized for length-dependent
studies. Scale bar, 20mm. (c) Total measured thermal conductance (s)
versus temperature. The sample with 9mm broke when cooling below
270K during measurements. Also see Supplementary Fig. 7. (d) Thermal
conductivity (k) versus sample length (L) with negligible thermal contact
resistance Rc at T¼ 300K and 120K, respectively.
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(b)
Discussion
We now seek to understand the physics behind the observed
length-dependent thermal conductivity. A number of theoretical
and computational studies on ideal systems, such as the Fermi–
Pasta–Ulam model, have demonstrated that k in low-dimensional
systems depends on system size (inset of Fig. 3a). In fact, rigorous
mathematical proof tells us that for a momentum-conserved 1D
system, k diverges with system size1–4, which has been confirmed
experimentally in nanotubes9. On the other hand, the length
dependence of 2D systems remains unresolved and a BlogL
dependence has been proposed by various analytical
theories2,3,10,13. Our experiment and simulation studies provide
strong evidence for a BlogL behaviour in graphene, which is
different from both of that in 1D and three-dimensional systems.
The other possible mechanism behind the length-dependent
thermal conductivity is related to the ballistic propagation of
extremely long-wavelength, low-frequency acoustic phonons29,43.
Nika et al.29 emphasized the importance of low-frequency
acoustic phonons in graphene. As sample size increases, more
low-frequency acoustic phonons can be excited and contribute to
thermal conduction, resulting in a length-dependent behaviour.
The third possibility is related to the selection rules for three-
o on scattering, the p ase spac of which is strongly restricted
by t e reduced dimensionality41,44; however, a no -logarithmic
dependence of the thermal conductivity was reported when three-
phonon process was considered to second order.
A comparative analysis of phonon populations in MD
simulations at equilibrium and non-equilibrium conditions
suggests th t in th latter condi io s the population of out-of-
plane modes is augmented, whereas in-plane modes with
polarization in the direction of the heat flux propagation get
slightly depopulated (see Supplementary Fig. 2). Such population
imbalance produces the observed discrepancy between equili-
brium and non-equilibrium simulations, promoting logarithmic
divergence of k at stationary non-equilibrium (see Supplementary
Note 4 and Methods for further details). Our simulations
therefore suggest that logarithmic divergence stems from the
combination of reduced dimensionality and displacements of
phonon populations at stationary non-equilibrium conditions.
From experiments, it is still challenging to distinguish which
transport mechanism dominates the observed length-dependent
thermal conductivity. To this end, it would be constructive to
show the relative contribution to thermal conductivity from
phonons with different frequencies, or to study the thermal
conductivity in samples with much larger size (for example,
100 mm or even millimetre), which would however require the
development of new measurement techniques.
In summary, we have studied thermal conductivity in
suspended SLG. Thermal conductivity has been observed to
increase with the length of the samples and to scale as BlogL,
even when L is one order of magnitude longer than the average
phonon MFP. Possible mechanisms have been discussed: MD
simulations, in excellent agreement with experiments, confirm the
divergence of k and suggest that it is related to the 2D nature of
phonons in graphene, and to the change of the phonon
population at stationary non-equilibrium conditions.
Methods
MD simulations. NEMD simulations were performed using LAMMPS (http://
lammps.sandia.gov/). Interatomic forces were described by the Tersoff potential
with a parameter set optimized for graphene45. Simulations employed periodic
boundary conditions in the graphene plane, and each supercell was relaxed at the
simulation temperature to achieve zero in-plane stress. Two different NEMD
simulation methods were used, in which the thermal conductivity is calculated
directly from the temperature gradient and the heat flux via Fourier’s law. The
simulation supercell is divided in contiguous slabs along the direction of heat
propagation (see Supplementary Fig. 3). Each slab contains B440 atoms and the
temperature of each slab is calculated from its average kinetic energy (KE) as
T¼ 2/3KE/kB. The two methods differ as for the mechanism employed to generate
a stationary heat flux. In the direct NEMD method42, independent Langevin
thermostats were used to control the temperature of the cold and hot slabs. In the
reverse non-equilibrium MD method31 (RNEMD) the temperature gradient is
imposed by swapping the velocity of the slowest molecule in the cold slab with the
velocity of the fastest one in the hot slab. After a transient period, a stationary
temperature gradient is established in the system due to the imposed heat flux.
However, the velocity exchange disturbs the stability of the numerical integration
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Figure 3 | Experimental and simulation results on length-dependent thermal conductivity. (a) Length dependence of the extracted intrinsic thermal
conductivity when assuming Rc contributes negligible (red squares), 5% (blue circles) and 11.5% (brown diamonds) to the total measured thermal
resistance in a 9-mm-long sample. The linear solid lines are guides to the eyes. The red diagonal lines indicate the average/effective phonon mean free path
(MFP), which is 240 nm and 80 nm obtained by experiment and simulation, respectively. Inset: illustration of logkBlogL scaling behaviour for one-
dimensional (1D), two-dimensional (2D) and three-dimensional (3D) systems, where thermal conductivity scales as BL0.33, BlogL and constant,
respectively. Also see Supplementary Fig. 8. (b)Thermal conductivity of graphene as a function of the distance between the hot and the cold reservoir,
obtained with direct (black circles) and reverse non-equilibrium molecular dynamics (NEMD) (red squares and green diamonds) methods at T¼ 300K and
reverse NEMD at 1,000K (blue triangles). Results obtained with supercells with square aspect ratio (green diamonds) agree well with those obtained
with elongated supercells (all others). Dashed lines indicate the logarithmic fit. The dotted and dashed vertical lines indicate the limit of the ballistic
transport regime obtained by experiment and simulation, respectively.
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図 1.5 単層グラフェンにおける熱伝導率のサイズ依存性を測定する実験の装置および結
果（文献 [58]より引用）。(a): 測定装置の電子顕微鏡画像。図 1.3と同様の吊り構造であ
り、赤色と青色に色付けされた領域が熱浴を表す。熱浴の間にあるシートが単層グラフェ
ンである。画像左下のスケールバーは 5 µm を表す。(b): 熱伝導率のサイズ依存性。色
の異なる三つのデータは、同一の測定結果に対して、異なる値の接触抵抗による補正を
行ったものである（赤色のデータが無補正の結果に対応する）。左下の斜線の領域は、平
均自由行程のスケールを表す。インセットは、得られたデータを κ ∝ Lα（α = 0.33）,
κ ∝ lnL, κ ∝ const. でフィットしたもの。κ ∝ lnL が最もよくフィットできている。
Reprinted by permission from [Springer Nature Customer Service Centre GmbH]:
[Springer Nature] [Nature Communications] [X. Xu, et al., Nat. Commun. 5, 3689
(2014).], Copyright (2014).
囲で変化させて、熱伝導率のサイズ依存性が測定された。従来の実験 [29–37]が、10 µm 以
下であったことを考えると、驚くべきサイズである。測定は室温で行われたが、室温におけ
るカーボンナノチューブの平均自由行程は 20–750 nm 程度と見積もられており [33, 37] 、
測定された系のサイズは、それに比べて十分大きいことが分かる。図 1.4に、実験の結果を




サイズ（サンプル 6–9）に対して、指数は α = 0.3–0.5 程度と見積もられている。次の節で




単層グラフェンの実験 [58]では、系のサイズを 0.2–9 µm まで変化させて、熱伝導率のサ
イズ依存性が測定された。測定装置は、図 1.5(a)に示されているように、図 1.3と同様の吊
り構造をなしている。また、平均自由行程については、 80–240 nm （図 1.5(b)左下の斜線
で表された領域）と見積もられており、測定された系のサイズは、その数十倍程度である。
測定結果は、図 1.5(b)に示されており、熱伝導率 κ がサイズ L とともに発散していく様子





いる [41, 44–48,50]。バルク高分子は一般に κ ≈ 0.1 W/K m 程度で、ほとんど熱を通さな
い*7ことで知られるが、これらの実験では、直径数十–数百ナノメートル程度のナノファイ


















*7 例えば、代表的な高分子であるポリエチレンやポリスチレンの熱伝導率は、それぞれ常温で 0.3 W/K m お
よび 0.1 W/K m 程度である。一方、よく熱を通す物質の例として、銅の熱伝導率は、およそ 400 W/K
m である [62]。
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にしよう。図 1.2(b)のような状況を考え、 i 番目の粒子の位置を qi, 運動量を pi と書く。







+ V (qi+1 − qi) , (1.11)
と書かれる。ただし、質量の一様な系を考え、粒子の質量を単位質量にとった（本論文を通
じてこのようにとる）。周期境界条件 qi+N = qi +N （図 1.2(b)参照）, pi+N = pi のもと
では、一般に少なくとも以下の三つの量が保存する。
ストレッチ : N :=
N∑
i=1
ri , ri := qi+1 − qi , (1.12)




エネルギー : E :=
N∑
i=1
ϵi , ϵi :=
p2i
2




(V (ri) ∝ (ri − 1)2/2) で表されるデバイモデルを考えて見る。この場合、ハミルトニアン
(1.11)は、独立な N 個の調和振動子に分解され、それぞれのエネルギーが保存する。つまり、
O(N) 個の保存量があることになる。これまでに何度か述べたように、調和バネの場合は、
弾道的輸送を示す。同じように、非線形バネであっても、戸田格子 V (ri) ∝ e−(ri−1) のよう




























ゆらぐ流体力学 [5, 22, 27, 72–75]では、保存量のゆらぎのダイナミクスを追い、その時空
相関について研究する。上述のように、ハミルトニアン (1.11)で記述される系で、図 1.2(b)
のように周期境界が課された場合には、一般に三つの量 (1.12)–(1.14)が保存する。これら
保存量の局所量 u⃗i = (ri, pi, ϵi) の時間発展は、連続の方程式 ∂tu⃗i = −j⃗i+1+ j⃗i の形に書か
れる。ここで、 j⃗i = (−pi,−V ′(ri−1),−piV ′(ri−1)) は、それぞれの保存量に対応する局所
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fs KPZスケーリング関数 [80] ガウス分布関数
γs 2/3 1/2
自己相関関数 β 2/3 1/2
熱伝導率 α 1/3 1/2
時間挙動は、モード結合理論によって解析される。こうして、(1.7)で説明したようなエネ
ルギーの異常拡散についてのスケーリング関数 fh, fs やスケール指数 γh, γs が予言される。
また、音波モードのスケール則から、自己相関関数の指数 β が決まる。ゆらぐ流体力学で
は、これらのスケール則に関して、二つの普遍クラスの存在が予言される。まず一般的には、
音波モードが KPZのスケール則（fs : KPZスケーリング関数 [80]、γs = 2/3）を示す普遍
クラス（KPZ普遍クラス）に分類される。この場合、自己相関関数は、指数 β = 2/3 の減
衰を示す。一方、相互作用のポテンシャル V が偶関数で、かつ圧力 −〈V ′〉eq がゼロとなる
特殊な場合では、音波モードは、ガウス的な拡散則（fs : ガウス分布関数、 γs = 1/2）を示
す。この場合、結果として自己相関関数は、指数 β = 1/2 の減衰を示す。熱伝導率の発散の
指数 α については、(1.8)の関係を用いることで、二つの普遍クラスで、それぞれ α = 1/3












*8 ν–レヴィ分布関数 fν(z) とは、特性関数（つまり fν(z) のフーリエ変換）が f̂ν(k) = e−|k|
ν
で表される








図 1.6 運動量交換過程の模式図。時刻 t に (pi, pi+1) = (p, p′) であるとして、もし









dqi = pidt , (1.15)
dpi = (qi+1 + qi−1 − 2qi)dt+ (pi+1 − pi)dni + (pi−1 − pi)dni−1 , (1.16)
と書かれる。*9ここで、 dni は i ごとに独立な確率過程で、時間が t から t+ dt に更新され
るときに、確率 γdt で dni = 1 をとり、残りの確率で dni = 0 をとる。パラメタ γ は、交
換過程の生じるレートである。つまり、(1.16)の右辺第二項 (pi+1− pi)dni は、 dni = 1 と









(1.5)が示され、特に指数は β = 1/2 であることが導かれた。このことから、関係式 (1.8)




γh = 2/3 になる）ことが示されている。これらの異常な振る舞いの具体的なイメージを得
るために、熱伝導率・自己相関関数・エネルギー拡散の数値結果を図 1.7に示した。これら
は、1.2.1節で示したような異常な振る舞いを全て再現している。
*9 バネ定数が 1 となるように時間の単位を選んでいる。




















































図 1.7 運動量交換モデルが示す異常熱輸送。運動方程式 (1.15), (1.16)の積分では、時
間を dt = 0.01 の幅で差分化し、速度ベルレ法を用いた。交換のレートは γ = 0.1 と
した。(a) は、図 1.2(a) のように系を熱浴につないだ非平衡定常状態のダイナミクスを
シミュレーションしており、熱浴の温度は (TL, TR) = (2, 1) としている。熱浴は、ラン
ジュバン熱浴 [87]でモデル化している。(b),(c)は、図 1.2(b)のように、周期境界条件を
課した孤立系における平衡状態のダイナミクスをシミュレーションしており、初期状態は
温度 T = 1 のカノニカル分布から取り出している。粒子数は N = 1024. (d)は、(c)の
データを t2/3 でスケールしたものである。
また、運動量交換モデルの高次元への拡張は容易で、 d 次元の運動量交換モデルでは、自
己相関関数は ∝ t−d/2 で減衰する。つまり、低次元 d ≤ 2 では異常熱輸送が生じ、高次元















N 個の粒子からなる系を考え、粒子を i （i = 1, · · · , N）でラベルする。i の隣り合う
粒子は互いにポテンシャル V で表されるバネでつながれ、系は一本の鎖をなしているとす
る（図 1.8 参照）。粒子はそれぞれ電荷 ei を保持し、z 軸方向の一定磁場 B 中を運動す
る。ここでは、粒子の運動を磁場による力が働く xy 面に限定して考え、粒子 i の位置を






( |pi − eiA(qi)|2
2
+ V (|qi+1 − qi|)
)
, (1.17)


















とした。ゲージポテンシャルのために、粒子 i の速度 vi = (vi,x, vi,y) は、運動量 pi に比
例せず、
vi = pi − eiA(qi) , (1.21)
と表される。以下では、特に断りのない限り、系の状態を位置 q = (q1, · · · , qN ) と速度
v = (v1, · · · ,vN ) の組みで表す。
*10 我々は、本論文で示すいくつかの結果について、クーロン相互作用を考慮しても定性的な差異は生じないこ
とを確かめた。























ri := qi+1 − qi, (1.22)
と速度 (1.21)に対して課される（図 1.8）。つまり、任意の i に対して、
ri+N = ri , vi+N = vi . (1.23)
ハミルトンダイナミクスは、時間発展生成子 L を用いて表される。つまり、時刻 t から
t+ dt における関数 A(q,v) の変化量は、*11
















L = A+BG , (1.26)


























である。ただし、 Fi = (Fi,x, Fi,y) は、粒子 i が粒子 i+ 1 から受ける力であり、
Fi = −∂V (|ri|)
∂qi




デルを導入する際の表記法に合わせるためのものである。(1.24)で qi, vi を考えれば、
dqi = vidt, (1.30)











ki, ki := vi − eiBσˆqi, (1.33)









(V (|ri|) + V (|ri−1|)) . (1.34)
実際に、直接計算することで LR = 0, LK = 0, LE = 0 を確かめられる。また、エネル
ギー保存則は時間の一様性から、擬運動量保存則は空間の一様並進に対する対称性から導か
れる（付録 B）。擬運動量 ki は、正準運動量 pi とは異なる量である。例えば、ゲージポテ
ンシャルとして、(1.19)を採用すると、正準運動量は、


















dv = Bσˆv dt , (1.37)
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三つの保存量 (1.32)–(1.34)については、粒子 i における局所量の時間発展は、(1.24) に
従って計算され、
dri = (vi+1 − vi)dt, (1.38)
























(|ri| − ℓ)2 + · · · , (1.41)
のように展開される。ただし、 V (n)0 は V (|ri|) の n 階導関数の |ri| = ℓ における値であ
る。|ri| = ℓ のときには力が働かないことを反映して V (1)0 = 0 となっている。また、 V (0)0
の取り方は、運動方程式には影響しないので、 V (0)0 = 0 として一般性を失わない。また、
一般性を失うことなく V (2)0 = 1 となるように、時間の単位をとることができる。以上を考
慮して、最低次までで近似したポテンシャルは、
V (|ri|) = 1
2
(|ri| − ℓ)2, (1.42)
と表される。
(1.42)まで簡略化されたポテンシャルであっても ℓ が有限である限り、力 (1.29)は位置
座標 qi に関して非線形になる。したがって、ダイナミクスを厳密に追うことはできない。
一方、厳密に扱うことのできるモデルとして、ℓ = 0 としたポテンシャル
V (|ri|) = 1
2
|ri|2, (1.43)
を考えることができる。このポテンシャルに対して、力 (1.29)は、位置座標 qi に関して線
形となり、解析的な扱いが可能になる。以上の考察から、この論文では (1.42)を非線形ポテ
ンシャル、(1.43)を線形ポテンシャルと呼ぶ。線形ポテンシャルについて、現実の物質では
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(I) (II)





















となる。周期境界条件をストレッチ ri = qi+1 − qi と速度 vi に対して課す（図 1.8参照）:
ri+N = ri , vi+N = vi . (2.2)
任意の関数 A(q,v) の時間発展のうち、ハミルトンダイナミクスからの寄与は dA =















と表される。また G は (1.28)のことである。
ここでは、電荷の分布として、
(I)一様電荷: ei = 1 , (2.4)
(II)交代電荷: ei = (−1)i , (2.5)
2.2 速度交換モデル 25



















図 2.2 分散関係の比較。左から順に、ケース (0), (I), (II)を表す。(0), (II)では、小さ
い k に対して ωk ∝ k のように振る舞うのに対し、(I)では ωk ∝ k2 と振る舞う。ケー
ス (II)では、二つの粒子を単位胞と考えるので、ブリリュアンゾーンは、 − 1
4
≤ k ≤ 1
4
となり、また、光学モードが生じる。








し、有限磁場のケース (I), (II) では、保存されない。一方、ケース (I), (II) は分散関係に
ついて対照的な構造を持ち、結果として異なる音波モードの性質を示す。付録 C.1.1および
C.2.1に示されているように A+BG によって生成されるハミルトンダイナミクスは、波数
k = 1N ,
2































4 sin2 (pik) , (2.8)
は、ケース (0)の分散関係である。これらそれぞれの場合の分散関係を、図 2.2に模式的に































ランダムな速度交換は、 i ごとに独立な確率変数 dni （ i = 1, · · · , N ）を用いて表され
る。これは、確率 γdt で dni = 1 をとり、残りの確率で dni = 0 をとる。したがって、 dni
の平均値は 〈〈dni〉〉 = γdt である。粒子 i の速度と粒子 i+ 1 の速度を交換すると、物理量
A(q,v) は A(q,vi+1|i) に変化する。ここで v = (v1, · · · ,vi,vi+1, · · · ,vN ) に対して、vi




































特に、 qi や vi の時間発展は、
dqi = vidt , (2.15)
dvi =
(
qi+1 + qi−1 − 2qi + eiBσˆvi + γ(vi+1 + vi−1 − 2vi)
)
dt





また、ケース (0)、すなわち B = 0 に対しては x 成分と y 成分の運動は独立であり、そ
れぞれが運動量交換モデルの運動方程式 (1.15), (1.16) と等価である（B = 0 では、また




























































































を解析する。ここで、 〈 〉eq は平衡分布による平均を表す。まず、(2.24)をもう少し簡単に
















































































〈((λ− L)−1Ja) Ja〉eq − 1
N
〈(λ− L)−1Ja〉eq〈Ja〉eq , (2.30)
のように書き換えられる。ただし、L は (2.13)で与えられる時間発展生成子である。ここ
で 〈Ja〉eq = 0 であることから、第二項は消える。第一項について、







u を求める過程、およびその結果を用いて (2.32)を見積もる過程については、付録 C.1.3お
よび C.2.2に記した。ここでは、結果を概説する。すでに知られていたケース (0)の結果も
合わせて、各場合における Ĉ(λ) = lim
N→∞
ĈN (λ) の解析表現を書くと、

















× (λ+ 2γRk)(λ(λ+ 4γRk) + 4ω
2
k)
(λ+ 2γRk)2(λ(λ+ 4γRk) + 4ω2k) +B
2λ(λ+ 4γRk)
, (2.34)









となる。ここで、 ωk は (2.8)であり、また Rk := 2 sin2 (pik) は交換ノイズに由来する因子
である。さらに (2.35)において、Nk(λ) は λ の 5次多項式、Dk(λ) は λ の 6次多項式で
あり、
Nk(λ) = λ˜5 + 2γckλ˜4 −
[
4(1 + c2k)γ
2 − 2−B2] λ˜3 − 2γck [4(1 + c2k)γ2 − 8−B2] λ˜2
+ 4
[(













Dk(λ) = λ˜6 − 2
[
2(1 + 2c2k)γ






4 − 4γ2 + 1)− 8B2 ((1 + c2k)γ2 − 1)+B4] λ˜2
− 4γ2 [4c2k(1− γ2) +B2]2 , (2.37)
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(0): C(t) ∼ A0t−1/2 , (2.38)
(I): C(t) ∼ A1t−3/4 +A2t−3/2 +A3t−1/2 cos (Bt) , (2.39)
(II): C(t) ∼ A4t−1/2 , (2.40)
と表される。ここで、 A0 は交換のレート γ および温度 T に依存する定数であり、また











ションでは、初期状態を温度 T = 0.5 のカノニカル分布からサンプルし、その後運動方程式
(2.15), (2.16)を５次のルンゲ・クッタ法（時間幅 dt = 0.001）によって積分した。また、粒
子数は N = 2048 とし、交換のレートは γ = 0.1 とした。また、有限磁場の場合では、磁場
の強さを B = 1 とした。
結果を図 2.3 に示した。まず、図 2.3(a) から解説する。図 2.3(a) には、ケース (0), (I),
(II)の自己相関関数 CN (t) の結果が、それぞれ赤線、青線、緑線で示してある。(0)と (II)












dt t−1/2 cos (Bt) =
√
pi/(2B) のように有限の値に収束するので、有意な項は、
第一項からくる ∝ τ1/4 のみになる。実際、数値結果（図 2.3(b)）を見ると確かにそのよう
な振る舞いが見られ、解析解と一貫していることが確かめられた。
2.4 非平衡定常状態で測る熱伝導率 31





























図 2.3 自己相関関数の長時間挙動。(0) 磁場なしは赤線、(I) 一様電荷は青線、(II) 交
代電荷は緑線で示してある。図 (a) は CN (t) の振る舞いを示し、また図 (b) は積分∫ τ
0
dtCN (t) の振る舞いを、横軸を積分の上限 τ にとって示している。パラメタは、








∝ Nα , (2.41)
について考える。ここで、∆T := TL − TR は、左右の熱浴の温度差であり、また 〈 〉ss は、
非平衡定常状態における期待値を表す。熱流 j¯ は、(2.21), (2.22)で定義される局所熱流を、









i ) , (2.42)
を表す。連続の方程式から、局所熱流の期待値は i に依らないので、〈j¯〉ss = 〈jai + γjsi 〉ss が
成り立つ。
1.2.1節で説明したように、有限の音速をもつ音波モードによって熱が伝播する場合につい
ては、指数 α は自己相関関数の指数 β と関係式 (1.8)によって結ばれる。すでに (2.9)で示
したように、ケース (0)および (II)は、有限の音速を持つ。さらに、解析解 (2.38), (2.40)に
示されるように、これらのケースは β = 1/2 である。したがって、(1.8)によって α = 1/2
と期待される。一方、ケース (I)では、音速がゼロであるので、関係式 (1.8)は正当化され
ず、解析解 (2.39)をいかに α と関連づければよいか分からない。
ケース (0)の場合では、文献 [83]で開放系の解析的な取り扱いがなされている。しかし、









q2,α − 2q1,α + e1B(σˆv1)α + γ(v2,α − v1,α)
)
dt
+ (v2,α − v1,α)dm1 − ζL,αv1,xdt, (2.43)
dvN,α =
(
qN−1,α−2qN,α+eNB(σˆvN )α+γ(vN−1,α − vN,α)
)
dt
+ (vN−1,α − vN,α)dmN−1 − ζR,αvN,αdt, (2.44)
















dt , (α = x, y) (2.45)
と表される。ここで、 Q は、 ζL,R の質量に相当するパラメタである。
我々は、運動方程式を数値的に積分し、(2.42)で定義される熱流の長時間平均 〈j¯〉ss を計
算した。その結果から、(2.41) によって、熱伝導率を得た。運動方程式の数値積分は、５
次のルンゲ・クッタ法（時間幅 dt = 0.001）を用いた。また、種々のパラメタは γ = 0.1,
Q = 1, (TL, TR) = (2, 1) とし、有限磁場の場合では B = 1 とした。
得られた結果を図 2.4に示した。まず、ケース (0)および (II)では、期待通り指数 α = 1/2














図 2.4 非平衡定常状態で測った熱伝導率のサイズ依存性。パラメタは (TL, TR) = (2, 1),
γ = 0.1 で有限磁場の場合（(I)および (II)）では B = 1 である。
フィットし、α = 0.375± 0.001 という結果を得た。これと自己相関関数の解析解 β = 3/4
を比べると 1− β = 0.25 であるから、関係式 (1.8)は、成り立っていないようである。この
ことは、音速がゼロの場合には、(1.8)は修正されなければならないことを示唆している。
もともと、関係式 (1.8) は、グリーン・久保公式 (1.4)（または (2.24)）の積分の上限 τ
を、音波モードによって熱が系の一端から他端まで運ばれるのに要する時間として τ = N/c
と見積もったところから来ていた。そこで、音速がゼロとなる場合でも、熱モードの拡散か




は、音速がゼロであるケース (I)において、 α と β の関係をエネルギー拡散によって特徴
付けられないかを議論することである。
ケース (I)は、音速がゼロとなっており、エネルギーの時空相関の長時間挙動 (1.7)は、







, (δϵi := ϵi − 〈ϵ〉eq) (2.46)
のように熱モードによる拡散のみからなる。この挙動は、このあと数値的にも示される（図
2.5）。この場合、グリーン・久保公式の積分の上限となる時間を、系の一端から他端に熱が
伝わるのに要する時間と考えるなら、それは、おおよそ τ ∝ N1/γh と見積もられる。この
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図 2.5 各ケースにおけるエネルギーの拡散。ケース (0)と (II)では音波モードによる伝
播が見られるが、(I)ではそれが消失している。粒子数は N = 512, でケース (I), (II)に
対しては B = 1 とした。





に修正される。したがって、我々の解析解 β = 3/4 と数値結果 α = 0.375 を用いれば、














CN (s) , (2.48)
が成立する。*2ここで、左辺は、スケール則 (2.46)を仮定すれば σ(t) ∼ t2γh ∫ N/tγh
0
dz z2fh(z)




dz z2fh(z) が収束するならば、これらを用いて我々の解析解 β = 3/4




dz z2fh(z) は収束しない。そこで、ここでは、(2.46)を数値的に直接計算して γh
を求め、上述の予想 γh = 0.667 について検証する。
数値シミュレーションでは、初期状態を温度 T = 1.0 のカノニカル分布から取り出し、運
動方程式 (2.15), (2.16)を５次のルンゲ・クッタ法（dt = 0.001）で積分して時空相関 (2.46)
を計算した。まず最初に、音波モードの伝播について確かめるために、図 2.5に、各ケース
(0), (I), (II)における S(i, t) の振る舞いを示した。分散関係から示唆されていた通り、確か
に、ケース (0), (II)では左右に一定の速度で伝わる音波モードのピークが存在することが分
かる。一方、(I)については、 t = 50 ではかすかに音波モードのピークのようなものが見え
るが、すぐに熱モードに飲み込まれ、見えなくなっていることが分かる。
次に、ケース (I) における S(i, t) のスケーリングを図 2.6 に示した。指数 γh は、ピー
クの高さ S(0, t) を Gnuplot でフィットすることによって求め（図 2.6 インセット）、
*2 付録 A は、拡散的輸送について論じているが、関係式 (2.48) は、連続の方程式と時空の並進対称性のみに
基づいており、輸送形態によらず成立する。
2.5 エネルギー拡散 35











































図 2.6 ケース (I) におけるエネルギー時空相関のスケーリング。粒子数は N = 2048.
(a): 指数 γh = 0.603 でスケールした図。インセット: ピークの高さ S(0, t) の t 依存性
の両対数プロット。実線はフィッティングによって求めた ∝ t−0.603 の振る舞い。破線
は拡散的輸送の場合の振る舞い ∝ t−1/2, 点線は我々が予想していた振る舞い ∝ t−0.667
を表す。(b): γh = 0.603 でスケールされた時空相関の両対数プロットによって、スケー
リング関数 fh(z) の裾野の振る舞いを示している。
γh = 0.603 ± 0.002 という結果を得た。インセットには、同時に拡散的輸送の振る舞い
∝ t−1/2（破線）と、関係式 (2.47)に基づいた予想 ∝ t−0.667（点線）を示した。これより、
拡散的でもなければ、我々の予想も外れているようである。一方、図 2.6(a)は、フィッティ
ングで得た γh = 0.603 に対して、時空相関の全体が (2.46)のように一つのスケーリング関
数 fh(z) によく乗っていることが分かる。さらに、図 2.6(b)から分かるように、スケーリ
ング関数 fh(z) は明らかにガウス分布関数から離れて広い裾野を持つ。裾野の減衰の仕方は
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式 (2.48)によって β から γh を導くことはできない。
結局、我々は、指数 α と β の関係を γh によって特徴付けることはできなかった。そも
そも α も数値的な値であるので、これ以上これら指数間の関係について、正確な議論をする
ことは難しく、この点は今後の課題とされる。ただし、 γh については、我々の研究の後に、











た、ケース (I)の指数 β = 3/4 は、一次元熱輸送の一般論であるゆらぐ流体力学の予言する
普遍クラス（表 1.1）には属さないもので、新たな普遍クラスの存在を示唆する。指数 α に
ついて、ケース (0), (II)に対しては、音速が有限であることから α = 1 − β であることが
期待され、実際そのような結果が得られた。一方、音速がゼロであるケース (I)では、明ら
かに α ̸= 1− β となっており、音速の有無の影響は α と β の関係に影響すると言える。
ケース (I)の場合では、エネルギーの拡散を特徴付ける指数 γh を通じて α と β との関
係付けを試みたが、直観的な説明はうまくいかず、今後の課題となっている。この点につい
て進展を得るには、α の解析解が必要と思われる。一方、ケース (I)のエネルギー拡散のス
ケール則を特徴付ける指数 γh は、ここでの数値シミュレーションや、文献 [93]の解析によ
り、 γh = 3/5 であることが分かった。この指数は、ゆらぐ流体力学における一般の普遍ク
ラス（表 1.1）に属する場合の熱モードのスケール指数と同じである。
表 2.1 本研究の熱伝導率および自己相関関数の結果の概要
運動量保存 音速 κ ∼ Nα（数値結果） C(t) ∼ t−β（解析解）
(0)磁場なし 成立 有限 α = 1/2 β = 1/2
(I)一様電荷 不成立 ゼロ α = 0.375 β = 3/4
(II)交代電荷 不成立 有限 α = 1/2 β = 1/2
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図 3.1 熱浴につながれた電荷を帯びた擬一次元系の模式図。黒矢印は i 番目の粒子の位















V (|qi+1 − qi|) + φ(|q1 − q0|) + φ(|qN+1 − qN |) . (3.1)
ここで、バネのポテンシャル V および φ は、(1.42)で説明した
V (|r|) = 1
2
(|r| − ℓ)2 , φ(|r|) = 1
2
|r|2 , (3.2)
とする。両端のポテンシャル φ(|r|) は、q1, qN をそれぞれ q0 ≡ (ℓ, 0), qN+1 ≡ (Nℓ, 0) と
同一の点に固定するように働く。また、磁場は z 方向に一様に課せられ、ゲージポテンシャ
ルは (1.18)を満たす。速度は (1.21)で与えられる。我々は、これまでと同様、系のミクロ




dqi = vidt , (3.3)















ここで、 Fi は、 ri := qi+1 − qi として、
Fi =

V ′(|ri|) ri|ri| , (i = 1, · · · , N − 1)
φ′(|ri|) ri|ri| , (i = 0, N)
. (3.5)
また、 dwµ = (dwµ,x, dwµ,y) (µ =L, R) は、標準ウィーナー過程の増分 [106,107]であり、
ノイズについての平均 〈〈 〉〉 に関して、
〈〈dwµ,α(t)〉〉 = 0 , (3.6)
〈〈dwµ,α(t)dwν,β(t)〉〉 = δµ,νδα,βdt , (µ, ν = L,R, α, β = x, y) (3.7)
が成り立つ。また異なる時刻の増分は互いに独立であり t ̸= sに対して 〈〈dwµ,α(t)dwν,β(s)〉〉 =
〈〈dwµ,α〉〉〈〈dwν,β〉〉 = 0 である。
ここでは、我々は定常状態における粒子の平均位置を調べる。1.3.2節で説明したように、
ポテンシャル (3.2)は q について非線形であり、解析計算は困難である。しかし、TL = TR
の平衡状態では定常分布が分かるので、平均値についての情報を得ることができる。また、






熱浴の温度を TL = TR ≡ T とした場合、系は平衡状態に達し、位置および速度 Γ := (q,v)
に対する分布は、カノニカル分布














となる。このように、 Peq(Γ ) は、磁場に依存しないので、あらゆる物理量の統計値は磁場




dΓ qi,yPeq(Γ ) = 0 , (3.9)
と結論される。このように、系の平均的な形は x 軸上に一直線に並んだものとなる。
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3.3.2 線形ポテンシャル
上記のように、平衡状態では磁場の効果は現れ得ない。そこで、 TL > TR の非平衡状態
を考える。まず、解析的に追えるものとして ℓ = 0 とした線形ポテンシャル (1.43)につい
て考える。この場合、運動方程式 (3.3), (3.4)は、
dqi = vi dt , (3.10)














となる。ここでは、境界について、系を引っ張って q0 = (0, 0), qN+1 = (R, 0) に固定す
る。*1定常状態での平均 〈 〉 について考えると、 〈dqi〉 = 〈dvi〉 = 0 であり、またノイ
ズの平均について 〈〈dwµ〉〉 = 0 であるから、(3.10) と (3.11) で長時間平均をとることで
〈qi+1〉+ 〈qi−1〉 − 2〈qi〉 = 0 でなければならないことが分かる。この条件は、温度 (TL, TR)
や磁場 B の値によらず、定常状態において満たされていなければならないものである。境
界条件 q0 = (0, 0), qN+1 = (R, 0) のもとで解くと、長時間平均として、
〈qi,x〉 = i
N + 1

























*1 (3.2)の下で説明したように、ℓ が有限の場合は、qN+1 = (Nℓ, 0) とするが、この定義だと、ℓ = 0 の場合






我々は、運動方程式 (3.3), (3.4)を数値的に積分し、各粒子の位置座標 qi = (qi,x, qi,y) の
長時間平均を計算する。数値積分では、 dt = 0.001 とし、ランジュバン力を含むダイナミ
クスに適用できるよう拡張された速度ベルレ法 [87] を用いた。特に断りのない限り、パラ





ら、我々は磁場の強さを B ≤ 0.5 に限る。
粒子数 N = 32 における粒子の位置の長時間平均を図 3.2に示した。図が示すように、磁
場がないときには系の平均的な形は x 軸上に並んだものとなる。一方、磁場を +z 方向にか
けたときは、系の平均的な形は −y の方向に曲がったものとなる。磁場を反転させると曲が









B = 0 B = 0.5 B = −0.5
図 3.2 温度 (TL, TR) = (2, 1) の非平衡定常状態における粒子の平均位置。異なる磁場
B = 0 (黒), B = 0.5 (赤), B = −0.5 (青)に対する結果を示した。粒子数は N = 32.
*2 我々は粒子の質量 m およびバネ定数 k を 1 にとっているので、時間の単位は
√
m/k である。また長さの
単位は ℓ = 10 となるようにとる。これらの質量・時間・長さの単位からエネルギーの単位が決まるが、そ
れに対して温度の単位を kB = 1 となるようにとる。また、磁場の単位は e = 1 となるようにとる。言い
換えれば磁場の大きさは、バネの持つ固有振動数
√
k/m に対するサイクロトロン周波数 eB/m の大きさ
として測られる。


















に示した。付録 D.4の内容で重要なこととして、小さい磁場 B および温度差 ∆T に対し y
方向の変位は、
〈qi,y〉 ∝ B∆T , (3.14)
のように生じること、およびこの線形応答の領域では、














磁場中の非平衡定常状態において i 番目の粒子の変位を生じさせる熱力学的力を Fi と書
く。熱力学的力 Fi を得るには、y 方向の変位を打ち消すように i 番目の粒子に力 fi を加
えることを考えれば良い。そうすれば Fi = −fi である。そこで、我々は、一般に i 番目の








L00 L01 · · · L0N




















と定義される（詳細は、付録 D.1参照）。また、行列 L は、 (N + 1) × (N + 1) 行列であ
る。行列 L が分かれば (3.16)を逆に解くことで、力 fi を熱流と変位の関数として得るこ
とができる。つまり、 (∆T, f1, · · · , fN )T = L−1 (〈j¯〉, 〈q1,y〉, · · · , 〈qN,y〉)T . この式におい
て 〈qi,y〉 = 0 としたときの力 fi から熱力学的力が Fi = −fi によって得られる。つまり、













dt 〈qi,y(t)j¯〉Beq , i = 1, · · · , N , (3.20)




〈qi,yqi′,y〉eq . i, i′ = 1, · · · , N , (3.22)
と表される。ここで、 〈 〉eq はカノニカル分布 (3.8)による平均を表す。また、 〈 〉Beq は、
初期状態をカノニカル分布 (3.8)で平均することを表すが、上付添字 B は、初期状態からの
時間発展を磁場 B のもとで行なうことを表している。また、時間発展には、熱浴からの寄
与も含まれる。つまり、時間相関は、運動方程式 (3.3), (3.4)で TL = TR = T としたダイ
ナミクスに関するものである（この点で、孤立系のグリーン・久保公式 (1.4)とは意味合い
が異なる。）。 これらの公式の導出の前に、行列 L の持つ一般的な性質をまとめ、熱力学的
力を L で表すことを考える。
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まず、行列 Lの成分が持つ性質について言及しておく。まず、L00 は、オンサーガ ・ーカシ
ミアの対称性 [108] L00(−B) = L00(B)を満たす。また、L0i および Lii′（i, i′ = 1, · · · , N）
は、磁場に依存しない。これは、静的な力 fi を加えた平衡状態における応答で、平衡状態
における分布は、磁場に依存しないからである。L0i が 0 であるのは、平衡状態では熱流は
生じないからである。
L0i = 0 であることから、(3.18)はより簡潔な形に書き換えられる。まず、熱流は fi に依
存せず、 〈j¯〉 = L00∆T と表される。したがって、(3.18)は、 Fi = −(L−1)i0L00∆T とな
る。さらに、 L˜ を L から第一行・第一列を取り除いてできる N ×N 行列とする。さらに、




L11 · · · L1i · · · L1N








L11 · · · L10 · · · L1N




LN1 · · · LN0 · · · LNN
 . (3.23)
このとき、単純な代数計算から (L−1)i0 = −L−100 (det L̂(i)/ det L˜) であることが分かる。以
上より、熱力学的力 (3.18)は、




と表される。したがって、 Fi は L00 に依存しない。また L˜ は、磁場に依存しないので、
熱力学的力 Fi は、 L̂(i), すなわち Li0 (i = 1, · · · , N)（つまり (3.20)） を通じてのみ磁場
に依存する。
さて、ここまで熱力学的力を求める線形応答の枠組みについて説明した。以下では、公式
(3.19)–(3.22)の導出を行う。まず (3.21)と (3.22)の導出を行なった後、(3.19)と (3.20)の
導出を行う。
(3.21)と (3.22)の導出
熱浴の温度を TL = TR = T とし、 i 番目の粒子の y 方向に fi の静的な力を加えた状況
を考える。このとき、全てのミクロな自由度 Γ := (q,v) に対する定常分布は、


























となる。ここで Z は (3.8)で定義される。また 〈 〉eq は (3.8)のカノニカル分布による平均
である。(3.9)に示したように 〈qi,y〉eq = 0 であるので Zfi = Z +O(f2i ) となる。したがっ
て Pfi(Γ ) を展開すると、





























熱浴の温度を TL = T +∆T/2, TR = T −∆T/2 とする。熱浴につながれたときのダイ
ナミクスに関する基本事項は、付録 D.1にまとめられているので、必要があればそれを参照
するようにする。我々の開放系のセットアップのダイナミクスは、時間発展生成子








で生成される。ここで A, G は、それぞれバネの相互作用および磁場からの寄与を表し、



































P (Γ , t) , (3.33)
*3 文献 [109]では、厳密な一次元系（x 成分のみの自由度を持つ系）の非平衡定常状態が考えられ、熱伝導率
に対する公式が導出されている。
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に従う。ここで † はエルミート共役を表す。A† = −A, G† = −G, R′† = R′ であるが R は
エルミートでも反エルミートでもない。
もし、 ∆T = 0 であれば、(3.33)の定常解は、カノニカル分布 Peq(Γ ) (3.8)である。す
なわち、∆T = 0 のときの時間発展生成子を LB0 := A+BG+ ηR として、(
LB0
)†
Peq(Γ ) = 0 , (3.34)



























さて、 t < 0 では ∆T = 0 として平衡状態 Peq(Γ ) が実現しているとする。そして
t = 0 で ∆T を有限にし、 t → ∞ で非平衡定常状態が実現すると考える。初期分布
P (Γ , 0) = Peq(Γ ) に対する (3.33)の解は、














R′Peq(Γ ) +O(∆T 2) , (3.37)
と表される。ここで、(3.34)を用いた。簡単のため、以下では O(∆T 2) を無視しているも
のとして明示しない。このとき、定常分布は、
PB∆T (Γ ) := lim
t→∞P (Γ , t)









R′Peq(Γ ) , (3.38)
と表される。ここで、(3.32)であるから、直接計算によって、
R′Peq(Γ ) = − 1
ηkBT
jb(Γ )Peq(Γ ) , (3.39)



















と表される（境界における熱流 djL, djR の定義については (D.7), (D.8)を参照。）。したがっ
て、定常分布は、












と表される。こうして、任意の物理量 A(Γ ) の定常状態での平均は、














と表される。さらに、恒等式 (3.35)を用いて Γ での積分の部分を書き換えると、∫

























ここで、 σA は A(Γ ) が速度の偶関数なら σA = 1 をとり、 奇関数なら σA = −1 をとる
変数である。第二行目に移る際に、積分変数の速度の符号を反転したのに伴って σA が生
じた。


































である（ϵi は局所エネルギー）。(3.44)を (3.43)に代入し、さらにそれを (3.42)に代入する
ことで、





dt 〈j¯(t)A〉−Beq − 〈AD〉eq + 〈A〉eq〈D〉eq
)
, (3.46)
を得る。ここで、任意の物理量 A1(Γ ) と A2(Γ ) の時間相関関数を
〈A1(t)A2〉Beq :=
∫








〈A1(t)A2〉Beq = −σA1σA2〈A2(t)A1〉−Beq , (3.48)
が成り立つ。これを用いて、(3.46)を書き換えると、





dt 〈A(t)j¯〉Beq + σA
(〈AD〉eq − 〈A〉eq〈D〉eq)) , (3.49)
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となる。これが任意の物理量 A(Γ ) に対する線形応答公式である。特に A(Γ ) として j¯(Γ )




















dt 〈qi,y(t)j¯〉Beq , (3.51)
が得られる。L00 に対しては (3.48)を用いることでオンサーガー・カシミアの対称性 [108]




示す前に、まず Li0(B) に対する公式 (3.20)が正しく非平衡状態の結果（図 3.2）を再現す
るか確かめる。前節と同じパラメタセットで、温度を TL = TR = 1.5 としたときの中心の
粒子 i = N/2 (N = 32) の y 座標と熱流の時間相関関数 〈qN/2,y(t)j¯〉Beq を図 3.3(a) に示し
た。図が示すように、 B = 0 では、時間相関関数は常にほとんどゼロであるのに対し、有
限磁場では、減衰振動が見られた。これを積分すれば、(3.20)にしたがって Li0(B) が得ら
れ、それから 〈qi,y〉 = Li0∆T が得られる。非平衡定常状態での数値シミュレーション（図
3.2）と比較するために ∆T = 1 として、全ての i = 1, · · · , N に対して 〈qi,y〉 = Li0∆T を
計算した結果を図 3.3(b) に示した。また、図 3.3(b)には非平衡定常状態の結果（図 3.2）が
破線で示されている。この図から、確かに線形応答公式 (3.20)に基づいて得た変位は、非平
衡定常状態の結果と定量的に良い一致を見せていることが分かる。また、このように良い一















B = 0 B = 0.5 B = −0.5
(a)









B = 0 B = 0.5 B = −0.5
(b)
図 3.3 線形応答係数 Li0(B) の公式 (3.20)の検証。粒子数 N = 32, 温度 TL = TR =
1.5 . (a): 中心の粒子 i = N/2 の y 座標と熱流の時間相関関数 〈qN/2,y(t)j¯〉Beq の振る舞
い。B = 0 （黒線）では常にほとんどゼロとなっているが、磁場 B = 0.5 （赤線）およ
び B = −0.5 （青線）では減衰振動が見られる。(b): 時間相関関数を積分して (3.20)に
よって得た変位 〈qi,y〉 = Li0∆T . 破線は非平衡状態での数値結果（図 3.2）を表す。
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B = 0, B = 0.5, B = −0.5
(a)














Fi を表す。破線は、小さい B に対して F ∝ B のように線形に振る舞
う様子を強調するもの。
致を示すことから、温度セット (TL, TR) = (2, 1) は、線形応答領域による記述が有効である
ことが分かる。この点については、直接 〈qi,y〉 の ∆T 依存性を見ても確かめられるが、そ
れについては、付録 D.4.2に示した。
次に、熱力学的力の結果を図 3.4に示す。まず、図 3.4(a)に、図 3.2のパラメタセットに
おける熱力学的力 Fi を示した。数値結果は、B = 0 のときには熱力学的力はほとんどゼロ
であるのに対し、有限磁場に対しては、それが実際に生じることを示している。また、生じ
る向きは、変位の生じる向きと一貫しており、磁場の反転に対して符号を変える。さらに、
バルクでは Fi は i にほとんど依存せず一定であることも分かる。この観測から、熱力学的
力は、同じように非平衡定常状態でのみ生じ、バルクでほとんど一定である温度勾配に比例









て考える。我々は、十分大きな N に対して、系を、有効的な張力が teff であるような長さ
L = Nℓ の一本の紐でモデル化する。系に沿った座標を ξ = iℓ とし、 ξ における y 方向の
変位の長時間平均を qy(ξ) と書く。これは、境界条件 qy(0) = 0, qy(L) = 0 を満たすもの




























図 3.5 逆効果を検証するセットアップの模式図。TL = TR ≡ T の平衡状態のセット
アップで、振動外力 f(t) を中心の二つの粒子に加え、熱流を系と熱浴の接触点で測る。




ξ(ξ − L) , (3.53)
と得られる。つまり、系の形は、おおよそ放物線となる。このことは図 3.2や図 3.3の結果
と一貫している。また、節の最後に述べたように、熱力学的力は F ∝ (∇T )i = O(N−1)
のように振る舞うと推測されるから、(3.53)は、中心 ξ = L/2 の変位が qy(L/2) ∝ O(N)
とスケールされることを示唆する。さらに小さい B, ∆T に対して F ∝ B∆T より（図
3.4(b)および (3.24)参照）、 qy(ξ) ∝ B∆T のように振る舞うと期待される。これらは、数







心の二つの粒子 i = N/2 と i = N/2 + 1 に対し、 y 方向に外力 f を加える。もし、時間
に依存しない静的な外力を加えると、単に系は平衡状態に行き着き、外力が系にする仕事率
は、〈fvi,y〉 = f〈vi,y〉 = 0 のようにゼロになるので、熱流も自明にゼロとなる。そこで、振
動外力 f(t) := (0, f(t)) を加えることとし、具体的な形として、







とする。常に f(t) ≥ 0 となるようにすることで、系は平均して +y 方向に変位する。また、
熱浴の温度を等しく TL = TR = T とする。運動方程式は、(3.3) と (3.4) で温度を等しく
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し、さらに外力を加えた次の方程式で表される:



















djµ(t) , (µ = L, R) (3.56)
を考え、その差の長時間平均
δQ := 〈QL −QR〉 , (3.57)
に着目する。すると、 δQ > 0 であれば、右から左へ、逆に δQ < 0 であれば、左から
右へ正味の熱流が流れたことになる。また、我々のダイナミクス (3.3), (3.55) の左右反転
qi,x 7→ Nℓ − qN+1−i,x, vi,x 7→ −vN+1−i,x に対する対称性を考えれば、 δQ は磁場の関数
として奇関数であることが分かる。つまり、左右反転操作に対して、運動方程式 (3.55)は、
B が −B に変わることと L と R が入れ替わることのほかに、何の変化もない。このこと
は、すなわち、
δQ(B) = −δQ(−B) , (3.58)
を意味する。したがって、自明に δQ(B = 0) = 0 である。一方、 B ̸= 0 のとき、 δQ が有
限の値を取るかどうかは自明ではない。
これまでの研究と同様に、運動方程式 (3.3), (3.55)を数値積分して、正味の熱量の長時間








dt vi,yf(t) , (3.59)
として、熱力学第一法則 〈W〉 = 〈QL〉 + 〈QR〉 を確認すると、今回のパラメタセットで、
|〈W −QL −QR〉|/〈W〉 ≈ O(10−5) の程度で成り立っていた。
さて、 δQ の結果を図 3.6 に示した。まず、図 3.6(a) に固定した周期の値 τ = 20, 50,
100 に対して、磁場を B = −0.5 から 0.5 まで変化させたときの δQ/τ の振る舞いを示し




次に、図 3.6(b)に、固定した磁場の値 B = 0, 0.2, 0.5 に対して、周期を τ = 10 から 100
まで変化させたときの δQ/τ の振る舞いを示した。図から分かるように、 B = 0 ではどん
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図 3.6 正味の熱流 δQ/τ の数値結果。(a): 磁場依存性。(b): 周期依存性。







































を表すとは限らないので、質量 m や電荷 e, バネ定数 k, 自然長 ℓ などの具体的な値は、必
ずしも明らかではない。ここでは、大きい変位を実現するのに望ましい性質について述べて
おく。(3.14)にあるように、磁場 B, 温度差 ∆T を大きくすることで、変位は大きくなる。
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と表される。*4したがって、固定した B0, ∆T0 に対して、より大きな変位を得るには、m, k,
ℓ が小さく、また e の大きい物質を用いる必要がある。また、(3.15)のように N の大きい
ほど、変位は大きくなるので、大きいサイズを作ることができる物質が望ましいと言える。



















己相関関数の減衰を特徴付ける指数の値 β = 3/4 が、磁場のない場合に従来の研究で予言
されていた普遍クラスに属さないものであるという点である。このことは、磁場によって新
たな普遍クラスが生じることを示唆している。もう一つは、指数 α と β の関係で、音波に
よる熱の伝播がある場合に成り立つと信じられている関係式 α = 1 − β に従わない結果が
得られた。ここに、ケース (I) で音速がゼロとなっている影響が現れていると解釈される。
我々は、この場合の α, β の関係性を理解するために、エネルギー拡散の数値シミュレー
ションを行なった。エネルギーの時空相関のスケール則から α と β を関係付けられると期
待したが、数値結果はこれに否定的であった。我々の数値結果は、のちに文献 [93]で解析的

















































































熱浴の温度をそれぞれ TL, TR としたとき、 TL > TR であれば左から右に向かって熱流 j





と表される（本文中の (1.1) と同等の表現）。ここで L は着目している系の大きさである。









j(x, t) = −κ∂T (x, t)
∂x
, (A.2)
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S(x, t) := 〈δϵ(x, t)δϵ(0, 0)〉eq , (A.5)
を見ることで理解される。ここで、 〈 〉eq は平衡分布による平均を表し、また δϵ(x, t) :=
ϵ(x, t)−〈ϵ〉eq である。S(x, t) は、(A.4)と同じ拡散方程式に従って時間発展する。同時刻相
関 S(x, 0)については、異なる位置の局所エネルギーは統計的に独立であること、およびエネ
ルギーのゆらぎは比熱と 〈δϵ2〉 = cV kBT 2 の関係にあることから、 S(x, 0) = cV kBT 2δ(x)
と表される。この初期条件のもとで (A.4)を解けば、L→∞ で、

































我々は、 σ(t) の定義式 (A.7)を連続の方程式 (A.3)を用いて熱流で表すことを考える。定














































































































































本文中と同様、N 個の粒子を考え、i 番目の粒子の位置を qi, 速度を vi(= q˙i) と書く。
ここでは、一般に、三次元空間中の運動を考え、qi = (qi,x, qi,y, qi,z)T などとする。ラベル
i の隣り合う粒子は互いにポテンシャル V のバネでつながれているとする。また、系は、一





































































, p˙i = −∂H
∂qi
, (B.6)








































































= {X,H} , (B.9)
と表される。つまり、H とのポアソン括弧を計算することで、時間発展が得られる。このこ
とを、 H は時間発展を生成する、という。ここでの時間発展方程式は、当然、本文中のも
のと等価である。実際、ここで (q,p) を用いて表しているものを、(q,v) で書き直せば、本

































Gε(qi) に対して、回転を考えると、磁場 B = ∇i ×A(qi) が qi に依存しないとき（ここ













= 0 , (B.11)
となることがわかる。このことは、Gε(qi) は、関数 χε(qi) を用いて、
Gε(qi) = −∇iχε(qi) , (B.12)
と表されることを意味する。このとき、明らかに (B.10)は、








































ε · (A(qi) + qi ×B)) , (B.16)












































χε(qi) = −ε ·
(
























A(qi) + qi ×B
)
(B.20)
= pi − ei
(
A(qi) + qi ×B
)
(B.21)


























































































































= −ei ∂[A(qi) + qi ×B]a
∂qi,b
, (B.28)
となることを用いる（B = ∇i ×A(qi) から、(B.25)の第二項からの寄与と (B.27), (B.28)
の積からの寄与が打ち消しあう。）。
擬運動量が保存するという事実は、















子 Qa (a = 1, · · · , nBS) のポアソン括弧 {Qa, Qb} を考えたとき、{Qa, Qb} = 0 ならば、
これらは独立な NGモード（タイプ Aの NGモード）として振る舞うが、{Qa, Qb} ̸= 0 な
らば、これらはペアを組み、二つで一つの NGモード（タイプ Bの NGモード）として振
る舞う。また、特殊なパラメタの選び方による例外はあるものの [117]、一般的に、タイプ
Aの NGモードの分散関係は ω ∝ k, タイプ Bの NGモードの分散関係は ω ∝ k2 となる。
我々の場合では、磁場の有無によらず、並進対称性が自発的に破れている。特に、本文中
のように、xy 面上での運動を考えると、x 方向と y 方向の二つの方向について並進対称性
*2 ここでの音波モードのように、その分散関係が波数とともにゼロに値をとるようなモードを NGモードと呼
ぶ。









と計算される。従って、第 2章で議論した「(0)磁場なし」(B = 0) および「(II)交代電荷」
(B ̸= 0, ei = (−1)i) の場合では、これらの生成子は、独立な 2個のタイプ Aの NGモード
に対応する。低波数での分散関係は、ω ∝ k である。一方、「(I)一様電荷」(B ̸= 0, ei = 1)
の場合では、これらの生成子は、ペアを組んで 1個のタイプ Bの NGモードに対応する。分
散関係は ω ∝ k2 である。図 2.2において、ケース (0), (II)では、二つの NGモードの分散
関係が重なって、原点から ω ∝ k のように生じている。一方、ケース (I)では、一つの NG





ここでは、一様電荷 ei = 1 の場合の速度交換モデルについて、表記法などの整理をし、分
散関係などの基礎事項を確認した後、自己相関関数の解析解を導出する。
C.1.1 フーリエ変換・分散関係・初期状態のアンサンブル
まず、フーリエ変換を導入する。周期境界条件 (2.2)から、 q については、
qi+N = qi +R , (C.1)
が成り立つ。ただし、 R =
∑N
i=1 ri は全ストレッチ (1.32)で、保存量である。この座標で
はフーリエ変換を導入できず、この先の議論で不便であるので、新たな座標
q˜i := qi − (i− 1)r, (C.2)
を用いて議論を進める。ここで、 r = N−1R とした。q˜i は、周期性
















, · · · , 1) (C.4)
を導入することができる。
時間発展生成子 A+BG（A は (2.3), G は (1.28)で与えられる）によって生成される線
形なハミルトンダイナミクスでは、フーリエ座標 (C.4)は、波数 k ごとに独立な単振動をす
る。実際、時間発展は、 Q˙k = (A+BG)Qk および V˙k = (A+BG)Vk で与えられ、これ
らから、運動方程式として以下が得られる：
Q¨k,x = −4 sin2 (pik)Qk,x +BQ˙k,y , (C.5)
Q¨k,y = −4 sin2 (pik)Qk,y −BQ˙k,x . (C.6)
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−(ω(I)k )2 + 4 sin2 (pik) iω(I)k B






















4 sin2 (pik) , (C.9)


















ここで、最後の項は、q を q˜ に替えることで生じている。熱流の自己相関関数の解析をする
ために、初期状態の分布を定める必要がある。ここでは、初期状態の分布をカノニカル分布








とする。ここで、 ZN,T は規格化定数である。これは、 (A+ BG+ γS)†PN,T = 0 を満た
し、リウヴィル方程式の定常解となっている。ここで、(C.11)において r も変数として扱
われているのは Qk (k = 1N , · · · , 1) を定めても r は決まらないためである。(C.2)からわ


































と書き換えられる。ここで、 〈 〉eq は時間の原点の取り方に依存しないことを用いた。





















〈〈dmi(t)〉〉 = 0 , (C.13)
が成り立つ。ここで、二つ目の等号では、交換する速度の時刻は t の直前の値であり dmi(t)
とは無相関であることを用いた。また最後の等号は 〈〈dmi〉〉 = 0 による。これにより s > t
















































〉eq = 0 , (C.16)
となり、(2.25)の第二項はゼロである。
最後に、(2.25) の第三項について考える。ノイズに関する平均 〈〈 〉〉 において、
































我々は、 CN (t) の長時間挙動を得るのに、まずラプラス変換 (2.29)を解析する。ラプラ
ス変換は、(2.32)で表されるが、さらに、並進対称性を用いると、
ĈN (λ) = 〈uja1 〉eq , (C.18)
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と書き換えられる。ここで、 u は、














































となる。このように、二つの項が現れるので、それに合わせて (C.19)の解を u = u′ + u′′
と分解し、それぞれ




































k := Q−k,xQk,y , Θ
(2)
k := Q−k,xVk,x +Q−k,yVk,y , (C.25)
Θ
(3)
k := Q−k,xVk,y −Q−k,yVk,x , Θ(4)k := V−k,xVk,y . (C.26)
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る。我々は、さらに G−k = −Gk も仮定する。このもとで、(C.21)の左辺を計算すると、















































となる。ここで、 ωk は磁場がないときの分散関係 (C.9) であり AVk = −ω2kQk を満た
す。また Rk := 2 sin2 (pik) は、交換ノイズに由来する因子で SVk = −2RkVk を満たす。
(C.21) の右辺は N−1
∑
k i sin (2pik)Θ
(2)






















λ 0 2ω2k 0
0 λ+ 2γRk B 0
−1 −B λ+ 2γRk ω2k
0 0 −2 λ+ 4γRk
 . (C.29)
行列M の逆行列から (C.28)の解が求まり、それによって (C.24)から u′ が得られる。し






k (λ) = i sin (2pik)
detM˜22
detM , (C.30)
と表される。ここで M˜22 は M から第 2 行・第 2 列を取り除いてできる行列である。
(C.30)の分子・分母の具体的な表現は以下の通り。
detM˜22 := (λ+ 2γRk)(λ(λ+ 4γRk) + 4ω2k) , (C.31)
detM := (λ+ 2γRk)2
(




+B2λ(λ+ 4γRk) . (C.32)
さて、(C.18)に立ち返ってラプラス変換
ĈN (λ) = 〈u′ja1 〉eq + 〈u′′ja1 〉eq , (C.33)































i2pik(ei2pik + 1) , (C.34)
だったので、我々の目的には Qk,α と Vk,α の積の平衡での期待値が必要である。ここでは
その見積もりをカノニカル分布 (C.11)で行う。ハミルトニアンが (C.10)と表されることを
想い起せば Vk,α が奇数個含まれる項の期待値は 0 であり、残るのは、
























= O(N−1) , (C.38)
が得られる。これより、大きい N に対して (C.38)は無視される。最後に、(C.37)につい














自己相関関数 C(t) := lim
N→∞
CN (t) は、(C.39)を逆変換することで得られる:














ここで、 k の積分について被積分関数の対称性（k ↔ 1 − k で不変）から、積分区間を




2 − 4ω2k −B2
)
/2 として、





2(2γRk)2 , (σ, σ
′ = +,−) (C.41)
C.1 (I)一様電荷 77
と表される。長時間の振る舞いを知るのに必要なのは、その k = 0 付近での振る舞いであ





λ⋆−+ = −2γ(2pik)2 +O(k4), (C.43)













のように振る舞う。こうして (C.40)の λ 積分は、留数定理によって以下のように計算され


















2t cos (Bt) . (C.46)
これを (C.40)に代入して k 積分を評価する。その際、適切に k を t のべき乗でスケールす
ることで、C(t) の漸近的振る舞いとして以下が得られる。
C(t) ∼ A1 t−3/4 +A2 t−3/2 +A3 t−1/2 cos (Bt) . (C.47)


























































とする（N は偶数と仮定する）。ここで k = 1N ,
2













i2pik (2n−1) , (C.53)
などである。フーリエ変数 (Qσk ,V
σ
k ) (σ = e, o) のハミルトンダイナミクスによる時間発展
は、時間発展生成子 (2.3), (1.28)を使って Q˙σk = (A+BG)Qσk , V˙ σk = (A+BG)V σk (σ =
e, o) を計算することで得られ、整理すると、
Q¨ek,x = 2 cos (2pik)Q
o
k,x − 2Qek,x +BQ˙ek,y , (C.54)
Q¨ek,y = 2 cos (2pik)Q
o
k,y − 2Qek,y −BQ˙ek,x , (C.55)
Q¨ok,x = 2 cos (2pik)Q
e
k,x − 2Qok,x −BQ˙ok,y , (C.56)
Q¨ok,y = 2 cos (2pik)Q
e
k,y − 2Qok,y +BQ˙ok,x , (C.57)





(σ = e, o) を上式に代入すると、
−(ω(II)k )2 + 2 −iω(II)k B −2 cos (2pik) 0
iω
(II)
k B −(ω(II)k )2 + 2 0 −2 cos (2pik)
−2 cos (2pik) 0 −(ω(II)k )2 + 2 iω(II)k B










































































〈u(ja1 + ja2 )〉eq , (C.62)



























と分解される。これに応じて u = u′ + u′′ と分解し、

















(λ− L)u′′ = −
∑
α=x,y











− Brx + (λ+ 4γ)ry
λ2 + 4γλ+B2
V e0,y +
Brx − (λ+ 4γ)ry
λ2 + 4γλ+B2
V o0,y , (C.66)
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という形の解を探す。ただし、 G(ν)−k = −G(ν)k (ν = 1, 2, 3, 4, 5, 6) を仮定する。LΘ(ν)k を計
算し、 G(ν)−k = −G(ν)k を用いれば、以下が得られる：




























































































λ˜− 2γ 0 0 4 −4ck 0
0 λ˜ −2γck B 0 0
0 −2γck λ˜ 0 −B 0
−1 −B 0 λ˜ −2γck 2
0 0 B −2γck λ˜ 2ck
0 0 0 −2 0 λ˜+ 2γ

. (C.76)
ただし λ˜ := λ + 2γ, ck := cos (2pik) とした。あとでわかるように（(C.83)参照）、我々に









k = i sin (2pik)
detM˜33
detM , (C.77)




γλ˜4 − γ (4(1 + c2k)γ2 − 8−B2) λ˜2
+ 2B2λ˜+ 4γ(1− γ2) (4c2k(1− γ2) +B2)) , (C.78)
detM˜33 = λ˜5 −
(
4(1 + c2k)γ
2 − 8−B2) λ˜3
+ 4
(


























〈u′(ja1 + ja2 )〉eq +
1
2
〈u′′(ja1 + ja2 )〉eq , (C.81)
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である。したがって、カノニカル分布 (C.60)で期待値 〈 〉eq を見積もると、
1
2




























= O(N−1) , (C.84)
となる。ここで、 ωk は磁場がないときの分散関係 (C.9)である。(C.83)を得るには、
sgn(σ) =
{
1, (σ = e)
















































で与えられることによる。また、 G(2)k , G
(3)
k の具体的な表現 (C.77)および (C.78)–(C.80)
からわかるように、 G(2)1
2−k












































自己相関関数は C(t) := lim
N→∞
CN (t) は (C.90)を逆変換することで得られる。すなわち














一様電荷の場合の計算と同じように C(t) の長時間挙動は Dk(λ) = 0 の解の低波数での振
る舞いによって決まる。 Dk(λ) = 0 の解は 6個あって、小さい k に対して
λ⋆1 = −4γ +
8γ(2 +B2)
(4 +B2)2




(2pik)2 +O(k4) , (C.94)
λ⋆σσ′ = −2γ + σi
√
4(1− γ2) +B2 + σ′i 2√
4 +B2
2pik +O(k2) , (σ, σ′ = +,−) (C.95)



























































規則について確認する。運動方程式が (3.3), (3.4)で与えられるとき、伊藤の公式 [106,107]
により、任意の物理量 A(Γ ) の時間発展は、




















|v1|2/2 + V (|r1|) + φ(|r0|), (i = 1)
|vi|2/2 + V (|ri|), (i = 2, · · · , N − 1)
|vN |2/2 + φ(|rN |), (i = N)
, (D.2)
の時間発展を計算すると、連続の方程式
dϵ1 = −j1dt+ djL , (D.3)
dϵi = (−ji + ji−1)dt , (i = 2, · · · , N − 1) (D.4)
dϵN = jN−1dt+ djR , (D.5)
の形に書かれる。ここで、バルクの熱流は、
ji = −vi+1 · Fi , (i = 1, · · · , N − 1) (D.6)
*1 (D.1) の二行目において、∂A(Γ )/∂vi,α と dwµ,α の積は、伊藤の積 [106, 107] とする。つまり、
∂A(Γ )/∂vi,α と dwµ,α は、ともに時刻 t の値を採用する。











(−v2N,α + kBTR) dt+√2ηTR vN,α dwR,α , (D.8)
















が得られる。したがって、 i = 1, · · · , N − 1 で和をとって N − 1 で割れば、
djL − djR
2


























た速度ベルレ法 [87]によって行われた。特に、磁場中のダイナミクスでは、 i 番目の粒子の
加速度 ai が座標だけでなく速度にも依存するので注意が必要である。つまり、ハミルトン
ダイナミクスに関して、時間を t から t+∆t に更新するときの手順は、





2. 速度を更新： vi(t+∆t) = vi(t) + ai(t)∆t ,
3. 加速度を更新： ai(t+∆t) = ai(q(t+∆t),v(t+∆t)) ,
4. 速度を修正： vi(t+∆t) = vi(t) +
1
2
(ai(t) + ai(t+∆t))∆t ,
























図 D.1 エネルギーに関する誤差 (D.13) の見積もり。(a): N = 32, B = 0.5 における
ε(t) の時間依存性。(b): N = 32, t = 105 における ε(t) の磁場依存性。(c): t = 105,
B = 0.5 における ε(t) の N 依存性。パラメタは、全て本文中と同じ値（3.4節参照）に
とっている。











を計算する。速度ベルレ法では、固定した t に対して ε(t) ∝ O(∆t2) の程度となる。また、
磁場がない場合には、 ε(t) は、ほとんど t に依存しない。一方、有限磁場では、この性質は
成り立たなくなってしまうので、慎重に誤差の見積もりをする必要がある。
図 D.1(a)–(c)に、それぞれ ε(t) の t 依存性、B 依存性、N 依存性を示した。時間ステッ
プは、本文中の計算と同じ ∆t = 10−3 とした。図 D.1(a)からわかるように、 ε(t) は、 t
に比例して増大する。これは、有限磁場による効果である。実際、図 D.1(b) からわかるよ
うに、 ε(t) は B の増大とともに大きくなることがわかる。固定した t に対して、およそ
ε(t) ∝ O(B2) の程度である。一方、図 D.1(c)に示されているように、 ε(t) は、サイズ N
にはほとんど依存しない。本文中のシミュレーションは、 t ≤ 10−8, B ≤ 0.5 で行なってお
り、最も ε(t) の大きくなる場合で ε(t = 108) ≈ 0.0085 だった。
定常状態では、連続の方程式 (D.4)から、局所熱流 ji （式 (D.6)）の平均値は i に依存せ
ず一定である。このことを確かめることは、定常状態が実現していることの一つの根拠にな
る。図 D.2に、様々な磁場（B = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5）に対して、ji を示した。パラメ
タは、本文中と同じにとり、また、サイズは N = 256 とした。図 D.2は、t ≈ 105 だけ時
間発展させたのちに、t = 1 の間隔で ≈ 108 のサンプルをとり、平均値を見積もったもので
ある。いずれの磁場の場合でも、たしかに局所熱流が一様となっていることが確認される。
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|qi − qj | , (D.14)







本文中のように、磁場の単位を適当に選ぶことで e = 1 として一般性を失わない。このと
き、運動方程式は、以下のように表される：



















ただし、 C = 1/4piε20 は、電荷の大きさを特徴付ける無次元パラメタである。*
2図 D.3に、
C = 10 とした場合の粒子の平均位置の結果を示した。ただし、 N = 32 の系を考え、C 以
*2 C = 1/4piε20 と書くと、物理定数だけで決まった（次元のある）量であるように見えるが、それは誤りであ
る。一般に、粒子の質量を m, 電荷を e とし、また、時間と長さの単位をそれぞれ t̂, ℓ̂ とあらわに書いたと
き、パラメタ C は、 C := (e2/4piε0m)(t̂2/ℓ̂3) で表される無次元パラメタである。また、(D.15)中の B
は無次元化された磁場を表しており、これは、無次元化する前の磁場を B0 として、 B := (eB0/m)t̂ と表
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B = 0 B = 0.5 B = −0.5
図 D.3 クーロン相互作用を考慮した場合の非平衡定常状態における粒子の位置の平均
値。N = 32, (TL, TR) = (2, 1), C = 10.




本文中では、簡単のため、粒子は xy 面上のみを運動するとしたが、ここでは、 z 成分
の自由度も考慮した場合の結果について示す。粒子の位置、速度は qi = (qi,x, qi,y, qi,z),
vi = (vi,x, vi,y, vi,z) と表され、運動方程式は、
dqi = vi dt , (D.16)




















N = 32, C = 10, (TL, TR) = (2, 1) における粒子の平均位置の結果を図 D.4に示した。図
D.4(a)は、横軸・縦軸をそれぞれ 〈qi,x〉, 〈qi,y〉 にとってあり、図 3.2と同様の結果が得られ
ていることがわかる。また、図 D.4(b)は、縦軸を 〈qi,z〉 にとったもので、これは磁場の有
無によらず、ほとんどゼロとなっている。このように、期待通り、ネルンスト効果は磁場と
垂直な方向に生じることがわかる。
される。本文中では、電荷 e は非常に微弱で C = 0 とみなせるが、磁場 B0 は非常に強く B が有限に残
るような状況を考えている。
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B = 0 B = 0.5 B = −0.5
(a)









B = 0 B = 0.5 B = −0.5
(b)
図 D.4 z 成分の自由度を考慮に入れた場合の粒子の平均位置。(a), (b) は、それぞれ




依存性を議論する。温度は、本文中と同じ (TL, TR) = (2, 1) にとり、また、クーロン相互作
用は考えない。
まず、図D.5に、異なるサイズ N = 32, 64, 128, 180, 256に対して、中心の粒子（i = N/2）
の変位 〈qN/2,y〉 の磁場依存性を示した。いずれの N に対しても、変位 〈qN/2,y〉 は、磁場
B の奇関数となっていることがわかる。特に、磁場が小さいときには、おおよそ線形の依存
性 〈qN/2,y〉 ∝ B を示している。この線形の振る舞いが生じる範囲を特徴付けるのに、
q∗y = min
B
〈qN/2,y〉 , B∗ = argmin 〈qN/2,y〉 , (D.18)
を導入する。例えば、 N = 256 に対して、これらを図 D.5中に示した。|B| ≲ B∗ におい












のように振る舞う。よって、固定された B (|B| ≲ B∗) に対して、 〈qN/2,y〉 の N 依存性は、
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図 D.5 異なるサイズ N = 32, 64, 128, 180, 256 に対する、中心の粒子（i = N/2）の
変位 〈qN/2,y〉 の磁場依存性。N = 256 に対しては 〈qN/2,y〉 の振幅が最大になるときの
磁場 B∗ と変位 q∗y を示した。網掛領域はエラーバーの幅である。












図 D.6 |q∗y |/B∗ の N 依存性。おおよそ |q∗y |/B∗ ∝ N の依存性を示している。
q∗y/B
∗ の N 依存性とおおよそ同じであると考えられる。そこで、その振る舞いを図示した
のが図 D.6である。図からわかるように、変位はおおよそ N に比例するように振る舞う。
以上をまとめると、サイズ N を固定したとき、ある B = B∗ が存在して、小さい |B| ≲ B∗
に対して 〈qN/2,y〉 ∝ B のように振る舞う。さらに、このような領域では
〈qN/2,y〉 ∼ O(N) , (D.20)
とスケールされる。ただし、これらの結果は、限られたデータに基づいた推察であり、より
大きな N に対していかなる漸近挙動を示すかについては、更なる研究が必要である。
92 付録 D 第 3章の補足
D.4.2 温度依存性
ここでは、ネルンスト効果を特徴付ける y 方向の変位について、その温度依存性について
議論する。サイズは N = 32 とし、また磁場を B = 0.5 に固定する。本文中と同様、クー
ロン相互作用は考えない。
前節と同様、中心（i = N/2）の粒子の変位 〈qN/2,y〉 に着目する。まず、図 D.7(a)に、温
度差 ∆T := TL − TR を ∆T = 1 に固定し、平均温度 T := (TL + TR)/2 を変化させたとき
の 〈qN/2,y〉 の振る舞いを示した。図 D.7(a)からわかるように、温度が高くなると、変位は
小さくなっていく傾向がある。高温では、粒子間距離のゆらぎが大きくなると考えられる。





もそも正当化されない、つまり、ポテンシャル (1.42)に加えてより高次の項 ∝ (|ri| − ℓ)n
(n ≥ 3) を考慮に入れるべきである点には注意が必要である。
次に、右側の熱浴の温度を TR = 1 に固定し、温度差 ∆T を変化させたときの 〈qN/2,y〉
の振る舞いを図 D.7(b) に示した。図からわかるように、温度差が ∆T ≲ 2 の領域は、変
位が 〈qN/2,y〉 ∼ ∆T のように振る舞う線形応答領域と理解される。つまり、本文中の温度
セット (TL, TR) = (2, 1) は、線形応答領域と解釈され、実際に、3.5.3節（図 3.3(b)）にお
いて、我々は、線形応答公式の結果が、非平衡定常状態の結果を再現することを確かめた。
また、さらに温度差が大きくなると、変位は次第に減少に転じることがわかる。























図 D.7 (a): 固定した温度差 ∆T = 1 に対する変位 〈qN/2,y〉 の平均温度 T 依存性。
(b): 固定した TR = 1 に対する変位 〈qN/2,y〉 の温度差 ∆T 依存性。サイズは N = 32,
磁場は B = 0.5.
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D.5 線形ポテンシャルにおける逆効果
ここでは、線形ポテンシャル (1.43)の場合の逆効果について考え、 〈〈QL,R〉〉 の解析計算
をする。結果として、この場合は逆効果が生じ得ないことが示される。
両端の熱浴の温度は等しく TL = TR = T とする。また、外力に関しては、一般に
















































































と書く（i = 1, · · · , 2N）。また、 N ×N 行列
(M)i,j := δi,j , (K)i,j := −(δi+1,j + δi−1,j − 2δi,j), (B)i,j := Bδi,j , (D.28)
(RL)i,j := ηδi,1δi,j , (RR)i,j := ηδi,Nδi,j , (i, j = 1, · · · , N) (D.29)



























KQ+ BV − RLV − RRV
)





dtQ(t) eiωt , V˜ (ω) =
∫ ∞
−∞





iωt , f˜(ω) =
∫ ∞
−∞




ξ˜L(ω) + ξ˜R(ω) + f˜(ω)
)
, V˜ (ω) = −iω Q˜(ω) , (D.35)
と表される。ここで、 2N × 2N 行列 G+B(ω) は、グリーン関数と呼ばれ、
G+B(ω) :=
(



























(−RµV V T dt+ dWµV T ) , (µ = L, R) (D.40)






















〈〈ξ˜µ(ω)〉〉 = 0, 〈〈ξ˜µ(ω)(ξ˜ν(ω′))T 〉〉 = 4pikBTδ(ω + ω′)δµνRµ , (D.42)
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であることを用いる。まず、(D.41)の第一項に関して
































と計算される。ただし G−B(ω) は G
+
B(ω) のエルミート共役である。また f˜(ω) :=∫∞










δi,i′ δj,j′ , (i, j = 1, · · · , N) (D.44)
とした（F は 2N × 2N 行列、F は N ×N 行列である）。次に、(D.41)の第二項について、∫ τ
0
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